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΄Ασκηση 1. ϑεωρούµε έναν πίνακα A ∈ M3×3(R) για τον οποίο ισχύει ότι :

A2 − 5A+ 6I3 = O
(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

(2) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος.

(3) Να ϐρεθεί ο αντίστροφος A−1
συναρτήσει των πινάκων A και I3.
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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε έναν πίνακα A ∈ M3×3(R) για τον οποίο ισχύει ότι :

A2 − 5A+ 6I3 = O (∗)
(1) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

(2) Να δείξετε ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος.

(3) Να ϐρεθεί ο αντίστροφος A−1
συναρτήσει των πινάκων A και I3.

Λύση. 1. Θεωρούµε το πολυώνυµο P (t) = t2 − 5t+ 6. Τότε προφανώς ϑα έχουµε

P (A) = A2 − 5A+ 6I3 = O
Επειδή το πολυώνυµο P (t) µηδενίζει τον πίνακα A, έπεται ότι το πολυώνυµο P (t) ϑα διαι-

ϱείται από το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) του A: QA(t)/P (t). Επειδή P (t) = (t− 2)(t− 3)
το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) ϑα είναι ένα εκ των:

QA(t) = t− 2 ή QA(t) = t− 3 ή QA(t) = (t− 2)(t− 3) (∗∗)
Συνεπώς, σε κάθε περίπτωση το ελάχιστο πολυώνυµο QA(t) είναι γινόµενο διακεκριµένων

πρωτοβαθµίων παραγόντων και άρα ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος.

2. Πρώτος Τρόπος: Επειδή ο πίνακας A είναι διαγωνοποιήσιµος και το ελάχιστο πολυώνυµο

QA(t) έχει τις ίδιες ϱίζες µε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο PA(t) του A, από την (∗∗) έπεται

ότι οι ιδιοτιµές του A είναι : λ = 2 (µε πολλαπλότητα 3) ή λ = 3 (µε πολλαπλότητα 3)
ή λ1 = 2 και λ2 = 3 (όπου είτε η ιδιοτιµή 2 έχει πολλαπλότητα 2 και η ιδιοτιµή 3 έχει

πολλαπλότητα 1 ή η ιδιοτιµή 2 έχει πολλαπλότητα 1 και η ιδιοτιµή 3 έχει πολλαπλότητα

2). Εποµένως σε κάθε περίπτωση ο πίνακας A δεν έχει ως ιδιοτιµή το 0 και άρα
1

είναι

αντιστρέψιµος.

Ο ∆εύτερος Τρόπος: περιγράφεται παρακάτω και µας δίνει άµεση απάντηση και στο ερώ-

τηµα 3.:

3. Απο την σχέση (∗) ϑα έχουµε :

A2 − 5A+ 6I3 = O =⇒ A · (A− 5I3) = −6I3 =⇒

A · (−1
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Η τελευταία σχέση δείχνει ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος και επιπλέον :

A−1 = −1
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Υπενθυµίζουµε ότι : |A| = 0 αν και µόνον αν το 0 είναι ιδιοτιµή του A.


